Lineare Algebra II

Losungsvorschliage zum Tutoriumsblatt 11

MOoRITZ FLEISCHMANN

Zur Vorlesung von Prof. Dr. Fabien Morel, Dr. Andrei Lavrenov, Katharina Novikov und Oliver
Hendrichs im Sommersemester 25
Disclaimer: Das sind keine offiziellen Lisungen, sondern nur eine getexte Version der Lisungen zu
ausgewdahlten Aufgaben (Dank geht hierbei an Andrei Lavrenov fiir seine Lisungsskizzen), die ich
in meinem Tutorium bespreche. Fehler, Fragen oder Anmerkungen gerne an m.fleischmann@mnet-
online.de. Verteilung der Losungen ist erlaubt und erwinscht.

Wie iiblich, wen das Vorgeplankel nicht interessiert, der kann die Losungen in den grau hinter-
legten Boxen finden. Es gilt grundsétzlich, dass K ¢ C.

Aufgabe 1
Seien u,v € R™ als euklidischer Raum, ausgestattet mit einem Skalarprodukt (-, -), wobei u # 0
gelte. Zeige, dass

Ju+ o] =u]+|v] < JaeRsy:u=av

Lésung:

Wir wollen diese Aufgabe mithilfe des Skalarprodukts und der Cosinusformel fiir Winkel losen. Der
Winkel zwischen zwei Vektoren, die in die gleiche Richtung zeigen betragt 0, wihrend der Winkel
zwischen zwei Vektoren, die in entgegengesetzte Richtung zeigen 7 ist (deswegen funktioniert es
auch nur fiir a > 0.). Es gilt mit der Definition der Norm:

Ju+ 0] = (u+v,u+ v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,0) = |ul® + [v]* +2(u, v)
und
(lul + Jv)? = Ju)? + 2] v] + [v]?

Damit gilt nun

Ju+o] = Jul +
< luto]? = (Jul + Jv])?
< [ulllv] = {u, v)

lullll _

o)

< cos( < (u,v)) =

< z(u,v) =0

<JdaeRyp:u=av
was wir zeigen wollten.

Wir beachten, dass diese Aussage nur fiir Normen gilt, die durch ein Skalarprodukt induzierbar
sind. Fiir andere Normen ist sie im Allgemeinen nicht giiltig, wir betrachten dazu:

Es sei V = R? mit der 1-Norm, die definiert wird durch

(w1, 22)[1 = |21] + [2]



Es sei nun = = (1,0) und y = (0,1). Dann gilt:

|z +yl = 1(1 D)1 =2=[(1,0) 1 + (0, D)1 = |1+ |yl

obwohl kein « > 0 existiert, sodass x = ay.

Und die 1-Norm kann nicht durch ein Skalarprodukt induziert werden. Fiir weitergehende Aussagen
zu diesem Thema siehe Parallelogrammgleichung, bzw. Satz von Jordan-von Neumann (Das geht
aber iiber diese Vorlesung hinaus).

Aufgabe 2
Sei V =R* und

—_ =W

wa = eV

4
1 —
3
1

g
=
|
W = N =

Es sei U = (wq,wa,ws) €V ein Unterraum. Finde eine Orthonormalbasis fir U.

Losung:
Wir erinnern zuerst an das Gram-Schmidt-Verfahren.

Das Gram-Schmidt-Verfahren ist eine Moglichkeit zu jedem endlichdimensionalen Vektorraum
mit Skalarprodukt eine Orthonormalbasis zu finden, sofern man bereits irgendeine Basis dieses
Raums hat. Es basiert darauf, dass wir Vektor fiir Vektor durchgehen, die Anteile in Richtung
aller bisher gewdhlten Basisvektoren abziehen und die so erhaltenen Vektoren normieren. Prin-
zipiell ist es sowohl moglich zuerst alle Vektoren zu orthogonalisieren und danach zu normieren,
als auch jeden Vektor zu orthogonalisieren und danach sofort zu normieren, bevor man zum
néchsten Vektor tibergeht. (Ich halte letzteres fir einfacher, aber das ist sicherlich eine Ge-

schmacksfrage).
Es sei nun V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) (und davon induzierter
Norm |- |) und wy,...,w, eine Basis von V. Wir verfahren wie folgt:

e Erster Vektor: Fiir den ersten Vektor gibt es noch keine Vektoren beziiglich derer wir
orthogonalisieren miissen, also gilt einfach

V1 = W1

und diesen Vektor normieren wir mittels

A U1
V1= 17—7
o]

o Zweiter Vektor: Fiir diesen Vektor miissen wir den Anteil in Richtung des ersten Vektors
abziehen. Wir wahlen dafiir 91 (dazu spater mehr)

vg = wy — (01, w2)01

und normieren auch diesen Vektor: v
A 2

2 =
[v2]




e k-ter Vektor fiir 3 < k < n: Wir ziehen den Anteil in Richtung aller bisher gewéhlten
Vektoren ab:

Vg = wg, = (01, wg )01 — ... = (D1, Wk )01
und normieren diesen Vektor: v
N k
O = ——
vkl
Wenn wir dieses Verfahren auf alle Vektoren angewandt haben, erhalten wir 01,...,0, als

Orthonormalbasis fir V.

Wollen wir zuerst alle Vektoren orthogonalisieren und am Ende alle so erhaltenen Vektoren
normieren, sdhe unser Verfahren wie folgt aus:

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) (und davon induzierter Norm
|-]) und wi,...,w, eine Basis von V. Wir verfahren wie folgt:

o Erster Vektor: Wir miissen nichts orthogonalisieren, also gilt einfach

V1 = W1

e Zweiter Vektor: Wir miissen den Anteil in Richtung des ersten gewéhlten Vektors abzie-
hen. Da wir v; noch nicht normiert haben, miissen wir den abgezogenen Anteil abhingig
von der Lénge von v; anpassen. Unsere Formel lautet:

{v1,w1)

vzt (v1,v1)

U1

e k-ter Vektor fir 3 < k < n: Wir miissen auch hier den Anteil in Richtung aller bisher
gewahlten Vektoren abziehen, wobei wir das jeweils an die Lange dieser Vektoren anpassen
missen:

(Ulawk>vl B U UL/

Vg = Wg — e
(ULUl) (Uk:—la Uk—l)

k-1
¢ Normierung: Wir normieren nun alle Vektoren, das heifit

. N Uy
V]e[n]:vj:m
j

und wir erhalten erneut 01,..., %7, als Orthonormalbasis fiir V.

Diese beiden Verfahren fithren zum gleichen Ergebnis, das man sich auch so iiberlegen kann.
Wenn wir die Definition der normierten Vektoren z.B. in der ersten Bestimmungsformel von vs
expandieren, erhalten wir:

_ N A U1 v (v1,ws)
v = wa — (01, wa)01 = wo — ( ——, wa ) —— = w2 2 U1
Jo ™7 Joa o

und da [v1|? = (vi,v1) gilt, erhalten wir die Bestimmungsformel aus dem zweiten Algorithmus
zuriick.
Es gibt noch ein paar Regeln, die das Rechnen mit Gram-Schmidt einfacher machen kénnen:



1. Die gegebenen Vektoren wy, ..., w, konnen angepasst werden, solange sie eine Basis blei-
ben und solange sie innerhalb des Raumes V' bleiben. Linearkombinationen von den Ba-
sisvektoren sind also erlaubt (solange die lineare Unabhingigkeit nicht zerstort wird.).
Haben wir beispielsweise V' = R* und betrachten den Unterraum U = (wy, w2, ws) mit
wy =(1,0,0,1),ws = (1,1,1,1),w3 = (0,1,0,1) € V, konnen wir eine einfachere Startbasis
auswahlen. Wahlen wir w) := wg — w1 — w3 = (0,0,1,-1), haben wir also die neue Basis
w1, wh, ws und die Skalarprodukte sind wesentlich einfacher zu bestimmen.

Teilweise kann es die Rechnungen schon vereinfachen, wenn man die Vektoren umordnet
und zuerst alle Vektoren behandelt, die bereits orthogonal sind.

2. Vorfaktoren sind fiir orthonormierte Vektoren irrelevant: Das ist in folgendem Sinne ge-
meint: Sei v = cw mit v,w € V und « € K. Dann gilt:

R v ow o w
v=—= - —_—
[oll - flew] |af jw]
. w
W= —
[l

Da & €K liegt, gilt fiir einen Vektor u € V', dass

o

(b,u) = ﬁm,w

u ist also genau dann zu @ orthogonal, wenn w zu ¥ orthogonal ist. Wir kénnen uns dann
Rechnungen erleichtern, beispielsweise kénnen wir fiir

123 1
369 3

v = 946 | = 123 o |= aw
1230 10

die Norm ||w| = +v/1+9+ 4+ 100 sehr viel einfacher bestimmen als
|v] = V1232 + 3692 + 2462 + 12302.

Wir wollen noch ein Beispiel rechnen:




Es sei V = R3. Es seien die Vektoren

1 1 0
w1 = 1 , W2 = 2 , wW3= 0leV
0 -3 7

gegeben und wir wollen eine ONB mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens bestimmen.* Wir wollen
zuerst unsere Basis anpassen um es nachher einfacher zu haben. Zuerst tauschen wir w3 und wo,

1
da wir sehen, dass wy L ws gilt. Danach ersetzen wir wy durch wj = wg + %wg =| 2| und arbeiten
0
nun mit der Ausgangsbasis
1 0 1
wi=|1], w3=|0], w)=]2
0 7 0

Das Gramschmidtverfahren ist nun:
1. Erster Vektor: Wir miissen nichts orthogonalisieren, also normieren wir einfach nur
1
=—1
il = V2,

w1 1

Ui =

2. Zweiter Vektor: Wir miissen nur den Anteil in Richtung 0, abziehen, aber da o1 L ws gilt,
ergibt sich:
vg = w3 — (D1, ws3) 01 = w3
—_—
=0
und normiert ergibt sich, wenn wir schreiben, dass vy = 7Tes

les]

A~

U3 €3

3. Dritter Vektor: Wir miissen nun die Anteile in beide bisher gewéhlten Vektoren abziehen und
konnen aufgrund unser vorherigen Anpassung der Basis wieder nutzen, dass w) 1 e3 gilt:

1
1
.3 ]_ = — 1 =
0

N |

(g ——

1
vg = wh — (D1, wh)01 — (e3,wy)es =2 | -
0

und normiert ergibt sich - wobei wir den Vorfaktor weglassen:

vy 1 -

V3 = = 1
losl ~ V2|

A~

und wir erhalten als Endergebnis:

L N o1
V1 = —= 1 , Ugy=e€3, VU3=—FH 1

V2o v2{ o

“Wir konnen in diesem Fall natiirlich auch die offenbaXe ONB e1,e2,e3 von V angeben, aber das ist nicht Sinn
der Ubung!




Man beachte auch, dass das Ergebnis des Gram-Schmidt-Verfahrens nicht eindeutig ist, weil man
verschiedene Schritte in unterschiedlicher Reihenfolge anwenden kann. Insbesondere sollte man sich
also nicht davon irritieren lassen, wenn diverse Online-Rechner einem ein anderes Ergebnis présen-

tieren.
Nun zur Aufgabe selbst:

Es gilt:

1. Erster Vektor: Hier normieren wir einfach nur und erhalten:

1
N w1 1 2
'Ul = — =
Jlwi] V151
3
2. Zweiter Vektor: Wir orthogonalisieren:
4 1 10
_ —( >A_1_102_1—1
V2 = W2 — (U1, W2)01 = | 4 511173 1
1 3 -3
und normieren:
10
A (%) 1 -1
”02 = — =
oo V111 1
-3

3. Dritter Vektor: Wir orthogonalisieren:

vg = w3 — (01, w1 )01 — (D2, w3)02
3 1 10 -57
1] e f2| 0 ]-1| 1 |26
1] 15|1] 111 ] 1] 555| 183
0 3 T -3 -216
=37
und wir normieren:
-57 -19
5 U3 5552 261 1 87
3 = = =]
lvs| /572 +2612 + 1832 + 2162 | 183 | /16835 61
-216 -72
und erhalten somit unsere Orthonormalbasis:
1 10 -19
N 1 12 . 1 -1 . 1 7
V1= —F—= , V2= —F— , U3 =
V15 |1 Viii| 1 /16835 | 61
3 -3 -72



Zu dieser Losung gibt es ein paar Dinge zu sagen:

1.
2.
3.
4.

Die Zahlen sind alle furchtbar - das ist leider beim Gram-Schmidt-Verfahren haufig so. Sofern
nicht bereits vorher ganz gezielt gut geeignete Vektoren ausgewiahlt werden und man dann
das Verfahren genau auf die vorgesehene Art und Weise durchfiihrt, wird man iiblicherweise
unschone Ergebnisse erhalten.

In der Klausur sind keine Taschenrechner zugelassen, also kann es aufwendig sein die Normen
auszumultiplizieren. Erhélt man ein Ergebnis wie

-57

. 5552 261
V3 =

V572 + 2612 + 1832 + 2162 | 183

-216

dann kann man das so stehen lassen.

In diesem Fall wurden keine vereinfachenden Schritte durchgefithrt um ein schéneres Ergebnis
zu erhalten. Man konnte beispielsweise mit den Vektoren

o r_ o 3w’
W) = W2 — W3, Wy = W3, W3 = W1 — oW

starten und damit ein schoneres und einfacher zu bestimmendes Ergebnis erhalten, z.B.

1 3 -1

. 110 . 112 . 112
U] = —= , U2=——= , U3=—F0x

R U ICT N BV

1 -3 1

was zwar immer noch nicht unbedingt schon ist, aber etwas einfacher als die eingekastelte
Losung.

Aufgabe 3
Sei (V,(-, -)) ein euklidischer Raum und f :V — V ein Automorphismus auf V. Zeige, dass die
folgenden Aussagen adquivalent sind:

f ist eine Isometrie, d.h. es gilt Vu,v e V : (f(u), f(v)) = (u,v).
f verdandert die Normen von Vektoren nicht, d.h. Vue U : ||f(u)| = |u]
Fiir alle Orthonormalbasen v, ..., v, von V ist auch f(v1),..., f(v,) eine ONB von V.

Es existiert eine ONB vy,...,v, von V, sodass f(v1),..., f(v,) eine ONB von V ist.

Losung:

Wir zeigen 2) <> 1) und 1) = 3) = 4) = 1).

o “1) = 2)57

Setze u = v, dann erhalten wir genau Aussage 2).

° “2) = 1)’7

Seien u,v € V beliebig. Wir wissen, dass Vo € V : || f(x)| = ||| gilt, also gilt das insbesondere



fiir u, v und u + v. Es gilt also einerseits
[fCut o) = 1 () + F )P = [ £ +2(f (u), f(0)) + [ F ) = [ul® + [0]* +2(f (u), f(v))
und andererseits gilt

| fCut0)|? = fut ol = [ul® +2(u,v) + |o]*

und hieraus konnen wir folgern, dass (u,v) = (f(u), f(v)) gilt. Das ist aber genau Aussage
1).
“1) = 3)”
Sei v1,...,v, eine beliebige ONB von V. Dann gilt fiir alle j, k € [n], dass
(F(v3), f(vk)) = (vj,vk) = Ok
also ist auch f(v1),..., f(v,) eine ONB von V.

“3) = 4)77
Wenn die Aussage fiir alle ONBs gibt, dann existiert auch eine ONB fiir die diese Aussage
gilt (Solange V' nicht nulldimensional ist).
“4) = 1)’7
Wir nehmen an, dass es eine ONB vy,...,v, von V gibt, sodass f(v1),..., f(v,) ebenfalls
eine ONB von V ist. Seien nun w,v € V' beliebig, dann gibt es Koeffizienten «;, 5 € K, j € [n]
mit

U=0101 +...+0pUn

V=101 + ...+ Buin

und damit auch

f(u) = alf(vl) ... +anf(vn)
f(v)=pB1f(v1) +...+ Bnf(vn)

und damit gelten

<'U,,'U) = (al'l)l Fooodr O[n’Un,ﬂl’Ul Fooo TP ann>
n

NgE

ajv]7 5kvk
k=

n
o Bk (vj, vk) = Y arBr
1 —— k=1
6j’k

—_

J

M: L

2
e
i



und
(f(u), F(v)) ={arf(v) +... + oanf(vn), Brf(v1) + ...+ Buf(vn))
{aj f(vs), Bef (o))

]zlkzl
= S B (F(v), Fo)) = " b
Jik=1 —_ k=1

0k
also gilt fiir alle Vektoren (f(u), f(v)) = (u,v).

Damit sind alle Aquivalenzen gezeigt.

Aufgabe 4
Wir betrachten den R? mit Standardskalarprodukt. Wir erinnern uns an die orthogonale Gruppe,
die Isometrien auf R?:

0(2) = {A e GLy(R) | Vu,v € R?*: (Au, Av) = (u,v)}

1. Zeige, dass
0(2) = {AeGLy(R) | ATA =15}

2. Fir A € O(2) zeige det(A) e {1}
3. Zeige fiir die spezielle orthogonale Gruppe
SO(2) ={Ae0O(2)|det(A) =1}
dass jedes A € SO(2) als Rotation auf dem R? beschrieben werden kann.

4. Zeige, dass jedes A € O(2)\SO(2) auf R? als Rotation gefolgt von der Spiegelung ((1] (1))

wirkt.

Losung:

1. Fir alle Matrizen B € R" gilt fiir die Basisvektoren e;, ey, dass e;[’Bek genau der (j,k)-te
Eintrag von B ist. Wir wenden das wie folgt an:
Sei A € O(2), dann gilt fiir den (j, k)-ten Eintrag von AT A:

eJTATAek = (Aej, Aeg) = (ej, ex) = G5k

die Eintréige sind also genau 1, wenn j = k gilt und 0 sonst. Das heifit aber, dass AT A die

Einheitsmatrix ist.
Sei nun umgekehrt A € GLy(R) mit der Eigenschaft, dass AT A = 15. Dann gilt:

(Au, Av) = uT AT Av = uT 150 = (u, v)
also liegt A € O(2).

Man beachte, dass man hiufig auch die Eigenschaft AT A = 15 als Definition von O(2) findet.



2. Da AT A =14 gilt, gilt auch
det(A)? = det(AT) det(A) = det(ATA) = det(15) = 1
und damit muss det(A) € {+1} gelten.

3. Wir verwenden hier zwei trigonometrische Identitidten: Erstens gilt

Vo eR: (sin(¢))? + (cos(¢))? = 1
und da im(sin) = [~1, 1] gibt es fiir jedes a € [0, 1] (mindestens) ein ¢ € [0, 2[, sodass (sin(¢))? =
a gilt.
Zweitens gilt:

V0,0 € R:cos(¢p)cos(f) —sin(0) sin(¢) = cos(6 + ¢)

A= (e )

a2+ ab+cd
ab+ed b2 +d?

Sei A € SO(2) und gelte

dann gilt
HQ:ATA:(

2-02+d? =1 und ab+ cd = 0. Wir wenden nun die erste Identitit auf

+c? =1, sowie b® + d? =1 an und erhalten

und damit gilt a® + ¢
die Gleichungen a?

Jp € [0,27] : a = cos(¢), c = sin(¢)
30 € [0,27] : b =sin(f),d = cos(0)

Es gilt det(A) = ad — bc und darauf wenden wir die zweite Identitét an:
1 = ad - be = cos(¢) cos(f) —sin(0) sin(¢) = cos(0 + ¢)

und damit gilt 8 + ¢ = 2kx fir ein k € Z, also 0 = —¢ + 2knw. Der Kosinus ist symmetrisch,
also gilt Va € R : cos(a) = cos(—a), wihrend der Sinus antisymmetrisch ist, also gilt Ya e R:
sin(a) = —sin(-a) und wir erhalten:

cos(0) = cos(—¢ + 2km) = cos(¢)
sin(0) = sin(-¢ + 2k7) = —sin(¢)
das heif3t insgesamt gilt:

_[cos(¢p) —sin(¢)
A‘(sinw) COS(¢>))

und das ist genau die Matrix mit der man eine Rotation um ¢ um den Ursprung beschreibt.

4. Essei S := (0 1

1 0). Sei A e 0(2)\SO(2), dann gilt det(A) = —1. Das heifit allerdings, dass

det(AS) =det(A)det(S) =1

10



gilt, also ist AS eine Rotation aus SO(2). Es gilt
S%=1,

also ist insbesondere A = ASSS das Produkt von AS € SO(2) und der Spiegelung S.
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